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SahakggertGleichung und lonisationsgrad

Die SahaGleichung beschreibt das lonisationsgleichgewichfur
Elektronen, lonen und Atome im thermischen Gleichgewichtin

Abhangigkeiton der Temperaturund dema 9 f S‘[ U NP YeS y‘y:ﬂ@ﬂ Qe -

Nz—l—l,mNe _ gz+1,m (QWNekTe) 2 exp _Ez—l—l,m - ) -é\ﬁ
Nz 1 9z.n h3 kT e ELLN Recombination

che s o )

dabeigibt z die lonisationsstufean und die g-Faktoren(statistische e
Gewichte)zahlendie Zustandewelchebei gegebenem jeweilsdie
gleiche Energie besitzen (Entartung der Energieniveaus bel

Wasserstoff g, = (2J + 1) = 2n?).

Anstelle des Verhaltnissesvon ionisierten Atomen zu neutralen
Atomenist es oftmals anschaulicheden jeweiligenAnteil in Bezug
auf alle AtomedesElementan einemGasanzugeben

Im lonisationsgleichgewiclgilt N, = N; + N;; und N, = Ny;

| A lonisationsstufel(neutral,ll 1. lonisationsstufe)
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SahakggertGleichung und lonisationsgrad

Derlonisationsgrach wird damitdefiniert zu

DieserWert ist gleich 1, wenn das Gasvollstandigionisiertist und gleichO, wenn da
Gasnur ausneutralenAtomenbestent

ESfOlgt NII:aNn und NI:Nn_OéNn = (1_05)Nn

Damitkannmandie SahaGleichuncauffolgendeFormbringen
p=(14+a)N,kT

kT,

NN, o 2(27 N kT,)? E, : o> KT 2(2nN.kT.)?

N, l1-a E ) 1—a2  p el
Der lonisierungsgleichgewichbzw der lonisationsgrad bestimmt die Dominanz
bestimmterWechselwirkungsprozesse!
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Beispiele fur schwaehind hochionisierte Gase

ASchwacHonisiertes Plasma
z. B. Gasentladungen

AHochionisiertes Plasma
z.B. Sonnenatmosphare
(H-PlasmaP,=20P3),
Fusionsplasmen
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Wirkungsquerschnitt, mittlere freie Weglange und
Stol3zelt

Esgibt verschiedeneArten von Stol3enin Plasmenund in jedem Fall sind Impuls
und Energieerhalten Generellunterscheidetmanzwischen

1. elastischenStol3en bel denen nur kinetische Energieausgetauschtwird, so
dasszB. ein Atom im selbenenergetischenZustandverweilt d.h. die innere
Energiast erhalten

2. InelastischeSt6l3en bei deneneinesoder beide Wechselwirkungspartnahren
energetischenZustandandern z.B. bei Anregungs oder lonisationsprozessen
d.h. dieinnereEnergiedndertsich

Ein Wirkungsquerschnitts d.h. die Wahrscheinlichkeit,dass die betrachtete
Wechselwirkung stattfindet, kann fir jeden maoglichen Stol3prozessdefiniert
werden
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Wirkungsquerschnitt, mittlere freie Weglange und
Stol3zelt

Stof3teinesder Teilchenauf ein Gasmolekikowird esausder MengeN, entfernt.
Die TeilchenverlustezdN auf einer Wegstreckedx ist proportional der AnzahIN(x)
der beix ankommendenleilchenist:

—Cfi—];[ = noN(x) . /
Mit N(O)=N, erhaltenwir nachintegration N, \N(XY

N(z) = Ny - e~

die Anzahlder Teilchendie die Streckestol3freidurchflogenhaben Die Streckedie
stol3freidurchflogenwird, d.h. die mittlere freie Weglange istdemnach

\ = i/ x| dN () | dx = 1 Erwartungswertz = [~ x f(z) dx
No Jo dx no

o0 —xon _ 1
fO L€ dr = (no)?
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Wirkungsquerschnitt, mittlere freie Weglange und
Stol3zelt

Diemittlere Zeit zwischen zwei Stofddasst sich definieren als
A 1

v nov
wobei v die mittlere Geschwindigkeit ist.

Die Stol3frequenzd.h. der Kehrwert der Stol3zeit wird normalerweise Uber den

Mittelwert der Geschwindigkeiten innerhalb der Maxwe#rteilung angegeben, so
dass qilt:

v=(171) = ny{ov) = (np/ne) [ fe(v)o(v)vdv
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Vergleich von Stol3prozessen im Plasma

Der Wirkungsquerschnitflr einen elastischenStol3zwischeneinem Elektronund
einemAtom kanngrob abgeschatzwverdenzu

op ~mai ~ 1079 m

dmegh?
Mee?

9 Bohrscher Radiusi, =

Bewegtsich das Elektronenallerdingsauf ein lon zu, erfahrt es eine anziehende
CoulombKraft'O Q7" - 1 , welche das Elektron in Richtunglon ablenkt
Diese Vorgangkommt einem Stol3 sehr nahe und man spricht daher auch von

CoulombStoR3en DerWirkungsquerschnittiir den CoulombStof3desElektronamit
demlonist ungefahr
o; ~ Th? ~

(47T7€TOB)22T62 ~ 10_17/ Te(GV)2m2

wobel b die kiirzestemaoglicheDistanzwischerklektronund lon darstellt

Vergleichtman nun CoulomBbStof3es; und Stof3e mit Atomen s, so stellt man
schnell fest, dass schon ab einem sehr niedrigen lonisierungsgrad(>103) des

Plasmasdie CoulombStofie den dominierenden Wechselwirkungsprozessm
Plasmadarstellen
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Stol3prozesse In vollstandig ionisierten Plasmen

COUIOmbStOBe Coulomb collisions

Der Ablenkwinkel eines Elektrons in der Nahe eines del
schweren Teilchens ist gegeben durch:

Q _ Wpot - Z€2
tan 2 2Wiin  4AmegmuZ2d

Fur Winkel voj=9C kann der Wert des Stol3parameters
durch b Ze?

— Zdmeqmu?
angegeben werden.

Also ist der Stol3querschnitt flr die Q9@blenkung gegeben
durch: 702

g; :ﬂ-b% — (471‘60)2?’?’),04
Allerdingskannman annehmendasder effektive Wirkungsquerschnitttir die Coulomb
Streuung deutlich grol3er als der angegebene ist, denn hier sind nur
Grol3winkelkollisioneerucksichtigivorden.
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Stol3prozesse In vollstandig ionisierten Plasmen
CoulombStofe

Um den kumulativen Effekt von vielen Kleinwinkelsto3erzu untersuchen,betrachtet
man ein Elektron,dasssichmit einer Geschwindigkeivon v in z-Richtungbewegtund
mehrere Kleinwinkelsto3evollzient Bei jedem Stol3 erfahrt das Elektron kleine
Anderungen in den Geschwindigkeitskomponenten Da es allerdings keine
Vorzugsrichtungler Streuunggibt, hebendiesesichgeradeim Mittel auf:

| | _<Afv$> = <A'vy> =0
Aberdie mittleren Quadratenicht
((Avg)?) = ((Avy)?) = 3((Av1)?)

Furgrol3winkeligegCoulombKollisionergilt tan § = %.

Mithilfe von einigentrigonometrischenJmformungen

sin = 2sin (%) cos (%) = 2tan (%) cos® (£) = 2tan (%) /[1 + tan® (%)]
kanndiesumformenzu 2(b/bo)

sinf = T (b/bo)?
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Stol3prozesse In vollstandig ionisierten Plasmen
CoulombStofe
Wenn ein einzelnes Elektron eine Kleinwirg&keuung vollzieht, kann das

beschrieben werden durch(Av, )? = vsin® 6 = 2 (bite)

Wenn jetzt dieses Elektron in einer bestimmten déind S g:w*kpb“d
Flugstrecke dt weitere Ablenkung durch lonen mit ©o O [ brab
StoRRparametern zwischen b uihd-dberfahrt (& Integration|o -0 .
Uber Stol3parameteryerandert sich seine transversale g g g
Geschwindigkeit inMittel zu (Differentiation nach der Zeit) Be

d<(A’U¢)2>
dt

Integration von b=0 bib

d<(AUJ_)2>
dt

b/bo)2bdb
= 2mn;v [ (Avy)?bdb = 8mnv*® [ [1(—|—/(b0/)b0)2]2 Anzahl der lonen, an

und Substitution mit y=1+(bff)? flihrt zu  denen Elektronen

vorbeifliegen:
b 2
1 max
+( bo )

n; Z2etlnA
2meimv

max

1
4 ERTRTNE — 1} ni(dz/dt)A = n;2m bdb vdt

= 87rnz-’u3b% {ln

= 8mn v bilnA =

(fallsL = b, /b,>>1)
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Stol3prozesse In vollstandig ionisierten Plasmen

CoulombBStol3e

Aufgrund der Energieerhalturm.|v|?/2 = m.|v + Av[?/2 = m(Jv[* + 2v - Av+ Av - Av)
verringert sich nach dem Stol3 die longitudinale Geschwindigkeitskomponente und
es treten die senkrechten Geschwindigkeitskomponenten auf, so dass gilt

1 1 .
veAv = — §Av cAv ~ — §AVJ_- Av) bzw. mit v:-Av =wv A'L—‘H ’U(A’U”) + 1/2(A’UJ_)2 =0

Man kann die Iongitlzdinal>e Komponente angeben zu:
d (A’U”) - 2,9 - fniZQeLllnA
- | T = —4mn; v bylnA = — I am2o?
Mithilfe dieser Beziehung kann man nun eBim3ratein Bezug auf den
Impulsverlust bei Elektronelonen-Stof3en ableiten: s\
()
dt

— — VeV

Vej = —47m,,;v2bglnA

n; Z%etlnA
2

47re(2)m v3
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Stol3prozesse In vollstandig ionisierten Plasmen
CoulomBStol3ec Abschatzung fuL

In einem quasineutralenPlasmaist das Coulombpotential flir Sto3parameter,
welchegrofR3eralsdie Debyel. ange<g sind,abgeschirmt Man kanndaherin erster
Naherungannehmendassnur Stol3parameteb < <5 vorkommen

Deshalb qilt
L AR

Ze? Z Sonnenwind

o 12megT 127nA7, Van Allen Gurtel 10° 102 26
lonosphare 101 101 14
Sonnenkorona 1013 10° 21
Gasentladung 1016 1 12

Fusionsreaktor 1020 104 18
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Stol3prozesse In vollstandig ionisierten Plasmen
CoulombStofRecg Vergleich Kleirund Grol3winkelstof3e

Dertotale Wirkungsguerschnittlr die Elektronenstreuungn massiverionenkann
nunausder Beziehung

Vei = N0V errechnetwerden
Deshallgilt

Z2etlnA
Oej =

47T€(2)m2’04

Im Vergleicheum90° Wirkungsqguerschnito: = (4W€ff§mv4 ISt der

Wirkungsquerschnitt fir die kumulierte Kleinwinkelstreuung um den Faktor
4InL~70grofker
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Mittlere Stol3frequenzen

Um eine mittlere Stol3frequenz angeben zu konnen, ist es sinnvoll eine
Reibungskraft, die auf Elektronen wirkt, welche an den als stationar
angenommenenonenvorbeidriften,zudefinieren

F = —nem(vev) =m [ fe(v)vevdiv

Eswird Uber die Geschwindigkeitsverteilunder Elektronengemittelt, fir die man
nun einen Ausdruckiinden mochte Man nimmt an, dassdie driftenden Elektronen
einer relativ zur mittleren Geschwindigkeitu verschobenenMaxwellVerteilung
genugen Weiterhin nimmt man an, dasssie sichin z-Richtungmit u=u,z bewegen
und dieseGeschwindigkeikleingegenihre therzmischeGeschwindigkeiilst.

Uy, L Ve = (E)

m

Man bekommtdann £.(v) = ——< cap (— v - “l2)

(2%)3/205’,6 20

TL V- '-u U2 V. U
% [ 1 L % 1 zZ Z ;
<2w>3/%§,e( +2v§,e)€9"p( 2) ( o )f 0(v)
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Mittlere Stol3frequenzen

Wenn man nun diese Verteilungin die Glelchungfur die Reibungskrafteinsetzt

erhaltman Fo= —m | v, f. do = —mu. / Ve i foo d%0
Ut e
mu, V2 3
- - 3 Eye,z’feod v

Im letzten Schritt wurde angenommen, dass f,, kugelsymmetrisch im
Geschwindigkeitsraunst ( [ v2d*v = & [v2d®v ). DurchEinsetzervon u, erhaltman

nun. mu., / n; Z2e*inA v
F, = — 3 5

Dasnunresultierendel ntegralkannausgewertelwerden Zu:
feo d>v —47T/ feo(v “Ud’U—QW/ feo(v

feO d3

3
dreim?v3 v? e
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Mittlere Stol3frequenzen

SobekommtmannundenendgultigenAusdruckir die Reibungskraft

F, = —nem(ve;)u,
Wobel
2L/ 2p. 7264 InA

127?3/2€%m1/2T§/2

(Vei) =

Dadie CoulombKraftin derselbenGrol3enordnundiegt, wird ein Elektron,dasmit
einemanderenElektronstol3t, um denselbenBetragabgelenkt,so dassman direkt
auchdie ElektronElektronStol3frequenangeberkanmn

neetlnA (Ves)

3/2 7 72
e%m1/2Te/ niZ?/ne

(Vee) ~

In einem WasserstoffplasmaZ=l) stol3en Elektronen mit anderen Elektronen
genauscdhaufigwie mit lonen
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Mittlere Stol3frequenzen

Auf ahnliche Weise wie bei der Herleitung Elektronlon Stof3frequenz,wird im
lonenlonen Fall die Reibungskraffiir lonen hergeleitet die an statischenlonen
vorbeidriftenund darausdie lonenlonenStof3frequenzrrechnet

n; Z*etlnA
(Vii) = 3/2
1273/2e2 M1/2T;

Anmerkung Auchwenn einzelneTeilchenmit einer Frequenzvon u; stol3en,ist es
wichtig daran zu denken, dass der Gesamtimpulsund die Gesamtenergiebel
CoulombStof3enerhaltenbleiben

Vergleicht man die Elektronenlonen und lonenlonen Stof¥frequenzin einem

Plasmamit T.~T, sobekommtman -
Vei

—_—  —

Vig m
d.h. ElektronenstofRenetwa 40mal schnelleralslonenin einemWasserstoffplasma
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Energieaustausch undchermalisierung

Die charakteristischenZeiten damit ElektronenElektronenund lonenlonen ins
thermischeGleichgewichigelangenist durch das Inverseder Stol3frequenzeru;™
bzw u_ .1 gegebengentsprechendyilt:

e%m1/2T§/2 bzw S 127T3/2€%M1/2Ti3/2
Tee ™ nee4lnA . niZ464lnA

Die Zeitskalen auf denen die heil3eren Elektronen mit den kalteren lonen
thermalisierensinddeutlichgré3erund sollennun genauerbetrachtetwerden

Die Anderungin der Geschwindigkeitles Elektronsist dasErgebnisiner Coulomb
Wechselwirkung mit einem sich in Ruhe befindlichen lon. Aufgrund der
Impulserhaltungnussfir die Geschwindigkeitsanderurigv deslonsgelten

mAv = —MAV

Auchin diesemFallmittelt sichder Impulstbertragdes Elektronsauf deslon tber
viele Kollisionen heraus Aber das lon erfahrt bei jedem Stold eine kleine

« 2
Energiednderunggegeberdurch %M]AV\Q _ %MVIZ
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Energieaustausch undchermalisierung

Da die Geschwindigkeitsanderundes Elektronsnach der Kollisionmalf3geblichin

senkrechtemRichtungstattfindet, kannman auchschreiben
1 m?

§M|AV‘2 m'AVJ_’Q
Aus der zuvor gezeigtenKleinwinkelbetrachtungoei CoulombSt63e wissen wir,

dasssichdie Geschwindigkeibei vielen Stof3endesElektronsmit dem lon wie folgt
andert d((Avy)?) - nZ*etnA

dt - 27regm2fv

Wennmannun weiterhin annimmt, dassdie ElektronenMaxwellvertellt sind, kann
manden Energieverluster Elektronenan daslon wie folgt beschreiben

dW d< A'UJ_ 3
i QM/ ‘“’(U)dv

Dabeiist w, = gneTe die Energiedichtaler Elektronen
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Energieaustausch undchermalisierung

Die von dem lon ausder Elektronenkoll|S|onergewonneneEnerg|e wird mit den
umgebenerionen,die wiederumauchMaxwellverteiltsind,a 3 SG SA £ G &

Die Erh6hungder Energiedichteder lonen w; = gnT mussim Gleichgewichmit
dem Energieverlustler Elektronensein,d.h.

dW; dW,
dt —  dt
Aus den mittleren Energienlasst sich direkt die Temperaturanderungjer lonen
ableiten dr, _ m? /d< (Avy) >f( )
dt 3M?’L@ ©
~ Z%etinA fe
- Gre2MT?

Auchhier lasstsichdasintegralauswertenzu
fe d3v = (g> Y2 ?’Leml/z

v 7 T1/2
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Energieaustausch undchermalisierung

Flrdie Temperaturanderungrgibt sichdamit
dT;  21/2n.mY27%e%n A
at 67T3/2T1/2 2 M
T

wobei t ., die Temperaturgleichgewichtsratangibt Allerdingsist diesesErgebnis
nur gultlg wenn man annimmt, dassalle lonenin Ruhesindalso T.<<Te Wenndie

lonen allerdings eine Anfangstemperaturhaben, wahlt man den allgemeinen
Ansatz AT, T, —T;

dt Teq
dTe o mn; Tz — Te
dt  n. Teq

Hier wird deutlich, dasssichdie Temperaturenbeider Speziedel gegebenerRate
angleichenAllerdingsst diesein sehrlangsameiProzess -



