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Phasendiagramm
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Saha-Eggert-Gleichung und Ionisationsgrad
Die Saha-Gleichung beschreibt das Ionisationsgleichgewichtfür
Elektronen, Ionen und Atome im thermischen Gleichgewichtin
Abhängigkeitvonder Temperaturunddemα9ƭŜƪǘǊƻƴŜƴŘǊǳŎƪά

dabeigibt z die Ionisationsstufean und die g-Faktoren(statistische
Gewichte)zählendie Zustände,welchebei gegebenenn jeweilsdie
gleiche Energie besitzen (Entartung der Energieniveaus bei
Wasserstoff ).

Anstelle des Verhältnissesvon ionisierten Atomen zu neutralen
Atomenist esoftmals anschaulicherden jeweiligenAnteil in Bezug
auf alleAtomedesElementsin einemGasanzugeben.

Im Ionisationsgleichgewichtgilt und

I Ą Ionisationsstufe (I neutral, II 1. Ionisationsstufe)
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Saha-Eggert-Gleichung und Ionisationsgrad
DerIonisationsgradawird damitdefiniert zu

DieserWert ist gleich1, wenn dasGasvollständigionisiert ist und gleich0, wenn da
Gasnur ausneutralenAtomenbesteht.

Esfolgt und

Damitkannmandie Saha-Gleichungauf folgendeFormbringen:

Der Ionisierungsgleichgewichtbzw. der Ionisationsgrad bestimmt die Dominanz
bestimmterWechselwirkungsprozesse!
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Beispiele für schwach- und hochionisierte Gase

ÅSchwach-ionisiertes Plasma

z. B. Gasentladungen

ÅHoch-ionisiertes Plasma

z.B. Sonnenatmosphäre 

(H-Plasma, Pe=20 Pa),

Fusionsplasmen 
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Wirkungsquerschnitt, mittlere freie Weglänge und 
Stoßzeit
Esgibt verschiedeneArten von Stößenin Plasmenund in jedem Fall sind Impuls
undEnergieerhalten. Generellunterscheidetmanzwischen

1. elastischenStößen, bei denen nur kinetischeEnergieausgetauschtwird, so
dassz.B. ein Atom im selbenenergetischenZustandverweilt d.h. die innere
Energieist erhalten

2. inelastischeStößen, bei deneneinesoder beideWechselwirkungspartnerihren
energetischenZustandändern z.B. bei Anregungs- oder Ionisationsprozessen
d.h. die innereEnergieändertsich

Ein Wirkungsquerschnitts d.h. die Wahrscheinlichkeit,dass die betrachtete
Wechselwirkungstattfindet, kann für jeden möglichen Stoßprozessdefiniert
werden.
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Wirkungsquerschnitt, mittlere freie Weglänge und 
Stoßzeit
Stößteinesder Teilchenauf ein Gasmolekülsowird esausder MengeN0 entfernt.
Die TeilchenverlusteςdN auf einer Wegstreckedx ist proportional der AnzahlN(x)
der bei x ankommendenTeilchenist:

Mit N(0)=N0 erhaltenwir nachIntegration

die Anzahlder Teilchendie die Streckestoßfreidurchflogenhaben. DieStreckedie
stoßfreidurchflogenwird, d.h. die mittlere freie Weglänge, ist demnach:

N0 N(x)

n

Erwartungswert 
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Wirkungsquerschnitt, mittlere freie Weglänge und 
Stoßzeit
Die mittlere Zeit zwischen zwei Stößen lässt sich definieren als

wobei     die mittlere Geschwindigkeit ist.

Die Stoßfrequenzd.h. der Kehrwert der Stoßzeit wird normalerweise über den 
Mittelwert der Geschwindigkeiten innerhalb der Maxwell-Verteilung angegeben, so 
dass gilt:
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Vergleich von Stoßprozessen im Plasma
Der Wirkungsquerschnittfür einen elastischenStoßzwischeneinem Elektronund
einemAtomkanngrobabgeschätztwerdenzu

Bewegtsich das Elektronenallerdingsauf ein Ion zu, erfährt es eine anziehende
Coulomb-KraftὊ ὩȾτ“‐ὶ, welche das Elektron in Richtung Ion ablenkt.
DieseVorgangkommt einem Stoß sehr nahe und man spricht daher auch von
Coulomb-Stößen. DerWirkungsquerschnittfür denCoulomb-StoßdesElektronsmit
demIon ist ungefähr

wobeib die kürzestemöglicheDistanzzwischenElektronund Ion darstellt.

Vergleichtman nun Coulomb-Stößesi und Stößemit Atomensn so stellt man
schnell fest, dass schon ab einem sehr niedrigen Ionisierungsgrad(>10-3) des
Plasmas die Coulomb-Stöße den dominierenden Wechselwirkungsprozessim
Plasmadarstellen.

Bohrscher Radius:
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Stoßprozesse in vollständig ionisierten Plasmen

Der Ablenkwinkel eines Elektrons in der Nähe eines deutlich 
schweren Teilchens ist gegeben durch:

Für Winkel von q=90° kann der Wert des Stoßparameters b 
durch

angegeben werden.

Also ist der Stoßquerschnitt für die 90° Ablenkung gegeben 
durch:

Coulomb-Stöße

Allerdingskannmanannehmendasder effektiveWirkungsquerschnittfür die Coulomb-
Streuung deutlich größer als der angegebene ist, denn hier sind nur
Großwinkelkollisionenberücksichtigtworden.
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Stoßprozesse in vollständig ionisierten Plasmen

Um den kumulativenEffekt von vielen Kleinwinkelstößenzu untersuchen,betrachtet
man ein Elektron,dasssichmit einer Geschwindigkeitvon v in z-Richtungbewegtund
mehrere Kleinwinkelstößevollzieht. Bei jedem Stoß erfährt das Elektron kleine
Änderungen in den Geschwindigkeitskomponenten. Da es allerdings keine
Vorzugsrichtungder Streuunggibt, hebendiesesichgeradeim Mittel auf:

Aberdie mittleren Quadratenicht

FürgroßwinkeligeCoulomb-Kollisionengilt .

Mithilfe voneinigentrigonometrischenUmformungen

kanndiesumformenzu:

Coulomb-Stöße
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Stoßprozesse in vollständig ionisierten Plasmen

Wenn ein einzelnes Elektron eine Kleinwinkel-Streuung vollzieht, kann das 
beschrieben werden durch:

Wenn jetzt dieses Elektron in einer bestimmten Zeit dt und                             
Flugstrecke v dt weitere Ablenkung durch Ionen mit                                                           
Stoßparametern zwischen b und b+dberfährt (Ą Integration
über Stoßparameter),verändert sich seine transversale 
Geschwindigkeit im Mittel zu (Differentiation nach der Zeit)  

Integration von b=0 bis bmaxund Substitution mit y=1+(b/b0)
2 führt zu

Coulomb-Stöße

(falls L bmax/b0>>1)

Anzahl der Ionen, an 
denen Elektronen 
vorbeifliegen:
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Stoßprozesse in vollständig ionisierten Plasmen

Aufgrund der Energieerhaltung  
verringert sich nach dem Stoß die longitudinale Geschwindigkeitskomponente und 
es treten die senkrechten Geschwindigkeitskomponenten auf, so dass gilt 

Man kann die longitudinale Komponente angeben zu:

Mithilfe dieser Beziehung kann man nun eine Stoßratein Bezug auf den 
Impulsverlust bei Elektronen-Ionen-Stößen ableiten: 

Coulomb-Stöße

bzw. mit
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Stoßprozesse in vollständig ionisierten Plasmen

In einem quasineutralenPlasmaist das Coulombpotential für Stoßparameter,
welchegrößeralsdie Debye-Länge˂ D sind,abgeschirmt. Man kanndaherin erster
Näherungannehmen,dassnur Stoßparameterb D˂ vorkommen.

Deshalb gilt 

Coulomb-Stöße ςAbschätzung für L

n / m-3 T / eV lnL

Sonnenwind 107 10 26

Van Allen Gürtel 109 102 26

Ionosphäre 1011 10-1 14

Sonnenkorona 1013 102 21

Gasentladung 1016 1 12

Fusionsreaktor 1020 104 18



Höhere Experimentalphysik 2         IAP        Goethe-Universität Frankfurt am Main

Stoßprozesse in vollständig ionisierten Plasmen

Dertotale Wirkungsquerschnittfür die ElektronenstreuunganmassivenIonenkann
nunausder Beziehung

errechnetwerden.

Deshalbgilt

Im Vergleichzum90° Wirkungsquerschnitt ist der

Wirkungsquerschnitt für die kumulierte Kleinwinkelstreuung um den Faktor
4lnL~70größer.

Coulomb-Stöße ςVergleich Klein-und Großwinkelstöße
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Mittlere Stoßfrequenzen
Um eine mittlere Stoßfrequenz angeben zu können, ist es sinnvoll eine
Reibungskraft, die auf Elektronen wirkt, welche an den als stationär
angenommenenIonenvorbeidriften,zudefinieren

Eswird über die Geschwindigkeitsverteilungder Elektronengemittelt, für die man
nun einenAusdruckfindenmöchte. Man nimmt an,dassdie driftendenElektronen
einer relativ zur mittleren Geschwindigkeitu verschobenenMaxwell-Verteilung
genügen. Weiterhin nimmt man an, dasssie sichin z-Richtungmit u=uzz bewegen
unddieseGeschwindigkeitkleingegenihre thermischeGeschwindigkeitist.

Manbekommtdann



Höhere Experimentalphysik 2         IAP        Goethe-Universität Frankfurt am Main

Mittlere Stoßfrequenzen
Wenn man nun diese Verteilung in die Gleichungfür die Reibungskrafteinsetzt
erhältman

Im letzten Schritt wurde angenommen, dass fe0 kugelsymmetrisch im
Geschwindigkeitsraumist ( ). DurchEinsetzenvonuei erhält man
nun:

DasnunresultierendeIntegralkannausgewertetwerdenzu:
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Mittlere Stoßfrequenzen
SobekommtmannundenendgültigenAusdruckfür die Reibungskraft

Wobei

Dadie Coulomb-Kraft in derselbenGrößenordnungliegt, wird ein Elektron,dasmit
einemanderenElektronstößt,um denselbenBetragabgelenkt,sodassmandirekt
auchdie Elektron-Elektron-Stoßfrequenzangebenkann:

In einem Wasserstoffplasma(Z=1) stoßen Elektronen mit anderen Elektronen
genausohäufigwie mit Ionen.
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Mittlere Stoßfrequenzen
Auf ähnliche Weise wie bei der Herleitung Elektron-Ion Stoßfrequenz,wird im
Ionen-Ionen Fall die Reibungskraftfür Ionen hergeleitet die an statischenIonen
vorbeidriftenunddarausdie Ionen-Ionen-Stoßfrequenzerrechnet:

Anmerkung: Auchwenn einzelneTeilchenmit einer Frequenzvonuii stoßen,ist es
wichtig daran zu denken, dass der Gesamtimpulsund die Gesamtenergiebei
Coulomb-Stößenerhaltenbleiben.

Vergleicht man die Elektronen-Ionen und Ionen-Ionen Stoßfrequenzin einem
Plasmamit Te~Ti, sobekommtman

d.h. Elektronenstoßenetwa40malschnelleralsIonenin einemWasserstoffplasma.
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Energieaustausch und Thermalisierung
Die charakteristischenZeiten damit Elektronen-Elektronen und Ionen-Ionen ins
thermischeGleichgewichtgelangenist durch das Inverseder Stoßfrequenzenuii

-1

bzw.uee
-1 gegeben,entsprechendgilt:

bzw.

Die Zeitskalen auf denen die heißeren Elektronen mit den kälteren Ionen
thermalisierensinddeutlichgrößerundsollennungenauerbetrachtetwerden.

DieÄnderungin der GeschwindigkeitdesElektronsist dasErgebniseiner Coulomb
Wechselwirkung mit einem sich in Ruhe befindlichen Ion. Aufgrund der
Impulserhaltungmussfür die GeschwindigkeitsänderungDV desIonsgelten

Auchin diesemFallmittelt sichder ImpulsübertragdesElektronsauf desIon über
viele Kollisionen heraus. Aber das Ion erfährt bei jedem Stoß eine kleine
Energieänderung,gegebendurch
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Energieaustausch und Thermalisierung
Da die Geschwindigkeitsänderungdes Elektronsnach der Kollisionmaßgeblichin
senkrechterRichtungstattfindet, kannmanauchschreiben

Aus der zuvor gezeigtenKleinwinkelbetrachtungbei Coulomb-Stößewissen wir,
dasssichdie Geschwindigkeitbei vielenStößendesElektronsmit demIon wie folgt
ändert

Wennmannun weiterhin annimmt,dassdie ElektronenMaxwell-verteilt sind,kann
mandenEnergieverlustder ElektronenandasIonwie folgt beschreiben:

Dabeiist die Energiedichteder Elektronen.
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Energieaustausch und Thermalisierung
Die von dem Ion ausder ElektronenkollisionengewonneneEnergie,wird mit den
umgebenenIonen,die wiederumauchMaxwell-verteilt sind,αƎŜǘŜƛƭǘά.

Die Erhöhungder Energiedichteder Ionen mussim Gleichgewichtmit
demEnergieverlustder Elektronensein,d.h.

Aus den mittleren Energienlässt sich direkt die Temperaturänderungder Ionen
ableiten

Auchhier lässtsichdasIntegralauswertenzu
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Energieaustausch und Thermalisierung
Fürdie Temperaturänderungergibt sichdamit

wobeiteq die Temperaturgleichgewichtsrateangibt. Allerdingsist diesesErgebnis
nur gültig,wenn manannimmt,dassalle Ionen in RuhesindalsoTi<<Te. Wenndie
Ionen allerdings eine Anfangstemperaturhaben, wählt man den allgemeinen
Ansatz

Hier wird deutlich,dasssichdie Temperaturenbeider Speziesbei gegebenerRate
angleichen. Allerdingsist diesein sehrlangsamerProzess


